
 

المان و  بدون گالرکين روش اساس بر تقارن محوري مسائل شبيه سازي و بررسی

 روش المان محدود
 

 سيدعبدالصمد جوانمرد
 ؛  راني، امرودشت، ي، دانشگاه آزاد اسلاممرودشت واحد  مهندسي مکانيک، گروه 

 
 چكيده  

كامپيوتر علوم  زمينه  در  فراوان  پيشرفتهاي  با  پيشرفت    همراه  نيز  عددي  روشهاي  اخير،  دهه  چند  در 

اشاره كرد. در   المان  روش هاي بدون  روش المان محدود و  فراواني داشته اند. از اين روشها مي توان به 

از حل برخي مسائل نظير مسائل تغيير فرم بزرگ و   روش المان محدود، هزينه توليد مش بسيار بالا و 

زي روش عددي  مسائل مکانيک شکست كه وابستگي  توليد  ايده  ادي به مش بندي دارند عاجز است، لذا 

روش   با  آن  تفاوت  كه  باشد  مي  گالركين  روش  المان،  بدون  روشهاي  از  يکي  گرفت.  المان شکل  بدون 

در   توابع شکل  نحوه ساختن  و  دامنه  هايي در  گره  ايجاد  تنها  و  بندي  مش  به  نياز  محدود، عدم  المان 

تحليل و شبيه سازي مسائل تآنهاست. در اين تحقيق پس ا  روش گالركين بدون    قارن محوري، ز  از دو 

 المان  و روش المان محدود، تنشها و كرنشها و جابجايي هاي بدست آمده و با يکديگر مقايسه مي شوند. 

 
 

 . تقارن محوريروش هاي بدون المان، گالركين بدون المان، المان محدود، مسائل   هاي کليدي:واژه

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 



 

 مقدمه  
همراه با پيشرفتهاي فراوان در زمينه علوم كامپيوتر در چند دهه اخير، روشهاي عددي نيز پيشرفت فراواني داشته اند. امروزه  

بخش اعظم مسائل مهندسي توسط روشهاي عددي حل مي شوند. از اين روشها مي توان به روش المان محدود و روش بدون  

حدود، هزينه توليد مش بسيار بيشتر از توليد و حل سيستم معادلات است و طبق تجربيات  المان اشاره كرد. در روش المان م

وابستگي  كه  شکست  مکانيک  مسائل  بزرگ،  فرم  تغيير  مسائل  نظير  مسائل  برخي  در حل  محدود  المان  روش  آمده،  بدست 

روش عددي كه بتواند بدون نياز   دارند عاجز است، لذا ايده توليد  به مش بندي دامنه مسئله به حل آن  زيادي به مش بندي 

 .هستند 1بپردازد، شکل گرفت. نتيجه تلاش محققان روش هاي بدون المان 

رياضيات، در زمينه تجزيه و تحليل عددي، روش گالركين زيرگروهي براي تبديل يک پديده )مانند يک معادله ديفرانسيل(   در 

ه از روش تغيير پارامترهاي فضا به تابع،  معادله را به يک فرمول ساده  به مسئله گسسته است. در واقع، روش گالركين با استفاد

 و تحليل پديده ها فراهم مي كند.  تر تبديل مي كند. روش گالركين راه حل قدرتمند عددي براي معادلات ديفرانسيل و تجزيه 

 

شده براي رفع ايراد نياز به مش پس زمينه    از تحقيقات اخير انجام شده در اين زمينه مسائل بدون المان، مي توان به روشارائه

. استفاده از  (1387)خسروي فر و دانشمند،  در برخي از روشهاي بدون المان از طريق روش انتگرال گيري دامنه اي اشاره نمود 

تغيير شکلهاي بزرگ ايجاد شده در آزمون كشش    -روش تركيبي گالركين بدون المان و  المان طبيعي به منظور شبيه سازي 

باشد مي  زمينه  اين  در  كاربردي ديگري   نمونه  نيز  مستقيم  اكستروژن  مشکسار،  فرايند  و  همچنين  (1390)جوانمرد  براي  . 

استوانهتحليل ديناميکي سازه طول هاي  ناهمگن با  و  همگن  نامحدود در حالتاي  و  محدود  از  هاي  بعدي  و سه  يک، دو  هاي 

 (1394، شهابيان و  موسوي نژاد ) استفاده گرديده است ز نرم افزار مطلب با استفاده ا 2گلركين -روش بدون شبکه پتروف

اگرچه روشهاي بدون المان قدمتي بيش از بيست سال دارند، تحقيقات روي آنها در ده سال اخير رشد داشته است. دسته اي از  

تقريب مربعات حداقل متحرك المان استفاده از  كه در سال  نايلويس و همکارانش   است. 3روشهاي بدون  افرادي بودند  اولين 

يافته 1992 انتشار  المان  عنوان  با  گالركين  روش  تقريب در  اين  از  محدود    4،  اجزا  روش  يافته  تعميم  را  و آن  كردند  استفاده 

بهبود بخشيدند و آن را روش گالركين   1994. بليتچکو و همکارانش اين روش را در سال (Nayroles et al, 1992)تعبير كردند 

المان بدو نهادن  5ن  پوست) et al,Belystchko 1994(د  ــــــنام  تحليل  ديگر  كاربرد  هـــــــ.   ـه  نــ مي ــــاي  ازك 

  (Krysl, Belytschko, 1996 ).دــــــــباش

بکار   روش گالركين بدون المان نيز جهت آناليز تغيير شکل ورقهاي نازك و ضخيم بکمک روش تقريب حداقل مجموع مربعات

                              (Belytschko et al, 1994, Yin et al, 2013). بکارگرفته شده است گرفته 

به   توان  مي  استهمچنين  با  سهميگون  و  بيضيگون  هاي  موج  معادلات   ـتحليل  روش  ـــ از  ،   (Ugural,1981) گالركينفاده 

مسائل   المان    ADRبررسي  بدون  گالركين  روش  از  استفاده  گالرك،  (Xiaolin Li, 2023)با  روش  از    المان بدون    ن ياستفاده 

از  (Talebi et al,2017 )  ومين يآلوم  ياغتشاش  ياصطکاك  يجوشکار   يساز  هيشب  يبرا  يقيتطب استفاده  محدود  ،  المان  روش 

 ـمشکلات انتقال ح  حل  يبرا  افتهيبهبود    المانبدون    نيگالرك با من ـــــ  (Juan et al, 2024)    متحرك  يبع گرمارارت گذرا 

 اشاره كرد. 

روش گالركين مي باشد  مش بندي و   يکي از روشهاي بدون المــــــــان،  المان محدود، عدم نياز به  تفاوت آن با روش  كه 

روش المان محدود   زيرا در  تفاوت اساسي آنها است  آنهاست كه  دامنه و نحوه ساختن توابع شکل در  تنها ايجاد گره هايي در 

 
1- Meshless-Meshfree 
2- MLPG 
3- Moving Least Squares (MLS) 
4- Diffuse Element Method (DEM) 
5- Element Free Galerkin Method (EFGM) 



 

نها تشکيل شده و براي كل المان يکسان مي باشد اما در روش بدون مش توابع شکل بر اساس يک تعداد  توابع شکل بر پايه الما

 گره موضعي بدست مي آيند.

ت تحليل و شبيه سازي مسائل  اين تحقيق پس از  افزار  قارن محوريدر  ، از دو روش گالركين بدون المان )كد نويسي در نرم 

 در نرم افزار مطلب(، جابجايي هاي بدست آمده و با يکديگر مقايسه مي شوند.مطلب( و روش المان محدود )كد نويسي  

 

المان  روش گالرکين بدون 
روش هاي معروف بدون المان است گالركين بدون المان  روش   تقريب كمترين مربعات   از جمله  ان بر پايه روش  كه عملکرد 

ن، نحوه چيدمان و تعداد گره ها و همچنين نحوه اعمال شرايط  آشنايي با چگونگي انتخاب توابع پايه و وز  مي باشد كه 6متحرك

 .  مرزي اساسي مي تواند نقش موثري بر دقت و همگرايي روش داشته باشد

  روشي  متحرك مربعات كمترين تقريب. شوند در اين روش، توابع تقريب با استفاده از روش كمترين مربعات متحرك ساخته مي

 (. 1 شکل)  باشد مي مجزا نقاط  تعدادي در آن   مقدار  داشتن با مجهول  تابع يک از تقريبي آوردن   بدست براي

 
)(تقريب تابع    ( 1)شکل  i

h xu  روش  درMLS 

   .(3و  2 اشکال)  بود خواهد زير  صورت به نقطه  آن در متحرك  مربعات كمترين تقريب  باشد مسأله  ناحيه درون اي  نقطه xاگر 
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 دامنه حل مساله ( 2شکل )

 

 
6- Moving least squares 



 

 
 xهمسايگي نقطه ( 3شکل )

 

كه توابع پايه با توجه به مثلث    بعنوان بردار ضرايب شناخته مي شود  aو    تعداد توابع پايه  m،  بعنوان بردار توابع پايه  p(x)كه  

 باشد.   به صورت زير قابل تعريف مي aپاسکال تعيين مي گردد. بردار 

(2 ) ( ) ( ) ( ) ( ) xaxaxaxaxa m

T 321)( = 
را مي توان به صورت زير نيز    1رابطه  مي باشند.    (x)تابعي از موقعيت نقطه مورد نظر    a(x)بايد توجه داشت كه ضرايب بردار  

 : بيان نمود
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 را به صورت زير محاسبه نمود: لذا مي توان خطاي ناشي از تقريب  
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مي باشد. در     Xiدر نقطه   uمقدار تابع  uiبا تابع وزن مخالف صفر و  Xتعداد نقاط قرار گرفته در همسايگي نقطه  nكه در ان 

 به صورت زير تعريف مي شود ام i، تابع وزن بر حسب فاصله نقطه مورد نظر تا گره  MLSروش 
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اكنون با  بيان كننده شعاع دامنه حامي مي باشد.  Dمي باشد و  امjفاصله استاندارد شده بين نقطه ميان يابي شده و گره  sكه 

 ( را محاسبه كرد. جهت مينيمم كردن خطا لازم است كه: αمينيمم كردن مقدار خطا مي توان ضرايب مجهول )بردار 
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 اين رابطه منجر به فرمولاسيون زير خواهد شد: 
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مي باشد و به صورت زير تعريف مي   Xدر گره هاي قرار گرفته در همسايگي نقطه   Uبيان كننده بردار مقادير پارامتر   Us كه

 گردد: 

(8 )  Tns uuuuU 321= 
A(x)  و به صورت زير تعريف مي گردد: ماتريس ممان وزني بوده 
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 ( به صورت زير تعريف مي گردد: 7در رابطه )B(x)همچنين ماتريس 
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 به صورت زير بدست مي ايد:  a(x)، بردار ضرايب 7با حل رابطه 
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 و همچنين: 
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 جايگذاري شود مي توان توابع شکل را به صورت زير معرفي نمود:  (1)در رابطه   (11)چنانچه رابطه 
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)كه  )xi    را تابع شکل متعلق به گرهi  ام در نقطهx    مي ناميم. در اينجاa  يس هاي  و ماترA    وB    ثابت نبوده و تابعي ازx   مي

   باشند.

 به صورت زير قابل بازنويسي خواهد بود:  12توابع شکل، رابطه براي محاسبه مشتق مرتبه اول و دوم 

(15 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xBxxBxAxpx TTTT  =→= −1

 
 كه در ان: 

(16 ) ( ) 1−= Apx TT 
)،  Aبا توجه به متقارن بودن ماتريس  )x  :را مي توان به صورت زير بدست اورد 

(17 ) pA = 
)مشتقات جزئي  )x :به صورت زير قابل محاسبه مي باشد 
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و گاما بيان كننده مشتق جزئي نسبت به مختصات بيان شده مي    yو    xمختصات هاي    بيان كننده  kو    i ،jكه انديس هاي  

 باشد. مشتقات جزئي توابع شکل به صورت زير قابل محاسبه مي باشد: 
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 کين بدون المانتوابع وزن مورد استفاده در روش گالر

تعريف مي گردد به طوري كه تابع وزن بر روي تمامي نقاط دامنه    هر نقطه بر روي دامنه حامي نقطه مورد نظر تابع وزن براي  

مقدار آن كاهش مي يابد و در فاصله اي   jxحداكثر بوده و با دور شدن از نقطه   jx مثبت يا صفر مي باشد و مقدار آن در حامي 

كه آن را شعاع اثر تابع وزن مي نامند، مقدار آن برابر صفر مي گردد. به عبارت ديگر شعاع اثر تابع وزن بيان    از گره مورد نظر

ˆ)(براي تابع وزن  كننده ناحيه اي است كه آن گره خاص مي تواند روي جواب تاثير بگذارد.   ixxW مي توان ويژگي هاي −

 زير را بيان نمود: 

ˆ)(0الف(    − ixxW  .بر روي تمام نقاط دامنه حامي مثبت باشد 

ˆ)(0ب(    =− ixxW  .براي تمام نقاط خارج از دامنه حامي صفر باشد 

ˆ)(ج(  ixxW  به ساير نقاط باشد. xداراي كاهش يکنواخت از نقطه  −

ˆ)(د(   ixxW  اشد.ب 7بر روي دامنه حامي پيوسته و صاف  −

آنها   ترين  معروف  از  كه  دارد  وجود  مختلفي  پيشنهادات  وزن  تابع  وزن    Gaussianو    cubic splineبراي  تابع  باشد.  مي 

   گوسي از نوع نمائي بوده و به صورت زير تعريف مي شود
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 به صورت زير تعريف مي گردد  cubic splineتابع وزني 
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7 - smooth 
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 محاسبه تابع وزن با مرتبه دلخواه به صورت زير امکان پذير است. رابطه زير حالت كلي تابع وزن را نشان مي دهد: 
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 بيان كننده ضرايب انها مي باشد كه با اعمال شرايط پيوستگي قابل محاسبه است.  biبيان كننده مرتبه تابع وزن و  nكه در ان 

 به صورت زير قابل بازنويسي مي باشد:  4براي مثال، يک تابع وزن از مرتبه 
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 شرايط اعمالي به صورت زير قابل بيان مي باشد: 

 برابر با يک مي باشد  (r=0)الف( مقدار تابع مزن در مركز دامنه حامي 
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 برابر با صفر مي باشد.  (r=1)ب( مقدار تابع و مشتقات مرتبه اول و دوم ان در مرز دامنه حامي 
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ان در مركز دامنه حامي  ج برابر با صفر شود. اين شرط بيان    (r=0)( تابع وزن متقارن بوده به صورتي كه مشتق مرتبه اول 

 كننده تقارن در تابع وزن بوده و به صورت زير بيان مي گردد: 
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 دست مي ايد:( ، مجموعه معادلات زير ب34( و )33(، )32با استفاده از روابط )
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 حل دستگاه معادلات بالا منجر به محاسبه ضرايب به صورت زير مي گردد:
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 ، تابع وزن به صورت زير بدست مي آيد: 34با قرار دادن اين ضرايب در رابطه 
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گالركين بدون المان داراي خاصيت دلتاي كرانيکر نمي باشند ولي مجموع توابع شکل بدست  روش  در  توابع شکل بدست امده  

 امده بر روي دامنه حامي برابر با يک مي باشد. 

 

 بررسی مساله تقارن محوري

روي    يک مخروط ناقص تو خالي را نشان مي دهد. درون اين قطعه از اب پر شده است و يک فشار هيدرواستاتيکي  (4)شکل  

اورده است. علاوه بر آن يک فشار    نيز به سطح فوقاني مدل اعمال مي شود. هدف از حل مساله    3kPaجداره داخلي بوجود 

 يافتن جابجايي بوجود امده در نقاط مختلف مي باشد.  

ندي كنيم اما در يک  به طور كلي براي آناليز اجسام سه بعدي بايد از المان هاي سه بعدي استفاده كنيم و كل حجم را المان ب

حالت خاص كه مدل نسبت به يک محور مشخص متقارن باشد و بارگذاري نيز متقارن باشد مي توان تنها مقطعي از جسم را  

بصورت دو بعدي توليد كرد )با دوران آن حول محور تقارن كل جسم توليد مي شود( و براي المان بندي آن از المان هاي دو  

تار المان را تقارن محوري تعريف كرد. با اين عمل در تعداد المان هاي مورد استفاده و زمان حل تا حد  بعدي استفاده نمود و رف

 بسيار زيادي صرفه جويي مي شود.  

با   برابر  الاستيک  مدول  مشخصات  با  فولاد  شده  انتخاب  با    200Gpaماده  برابر  پواسون  نسبت  شکل    0.3و  باشد.    ۵مي 

 ر هيدرواستاتيکي را نشان مي دهد. بارگذاري مخروط ناقص تحت فشا 

 



 

 

 

 ( بارگذاري مخروط ناقص تحت فشار هيدرواستاتيکي 5شکل ) ( مخروط ناقص تحت فشار هيدرواستاتيکي 4شکل )

 

به افزايش دقت حل و زمان   جهت شبيه سازي مي توان تعداد متفاوتي المان و گره را در نظر گرفت افزايش تعداد گره ها منجر 

گره و    ۳۴۱حل مساله مي گردد. با در نظر گرفتن حالات مختلف، در نهايت جهت شبيه سازي از المان بندي منظم با تعداد  

 المان استفاده شده است كه داراي دقت حل خوب و زمان مصرفي مناسب نسبت به ساير حالات مي باشد.  ۶۰۰

گالركين بدون المان را براي تعدادي از گره  شبيه سازي بر اساس روش المان محدود و روش مقايسه نتايج حاصل از   (1)جدول 

 را نشان مي دهد.ها 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 



 

 گالركين بدون المان مقايسه نتايج حاصل از شبيه سازي بر اساس روش المان محدود و روش  -( 1)جدول 

node# x(m) y(m) 
Ux(FEM) Ux(EFG) 

error% 
Uy(FEM) Uy(EFG) 

error% 
(X10^-8 m) (X10^-8 m) (X10^-8 m) (X10^-8 m) 

1 0.25 1.5 -0.0075 -0.0073 5.0 -2.4338 -2.3181 6.9 

2 0.5917 0.95 0.8758 0.8661 2.1 -1.0342 -1.0132 3.8 

3 0.6 0.9 0.9241 0.9596 7.2 -0.9634 -0.941 4.4 

4 0.6083 0.85 0.9707 0.9961 4.9 -0.8933 -0.8463 9.9 

5 0.6167 0.8 1.0158 1.0129 0.5 -0.824 -0.8051 4.3 

6 0.625 0.75 1.0595 1.0655 1.1 -0.7559 -0.7248 7.7 

7 0.6333 0.7 1.1018 1.0737 4.8 -0.689 -0.6694 5.3 

8 0.6417 0.65 1.1427 1.1516 1.5 -0.6236 -0.6422 5.6 

9 0.65 0.6 1.1821 1.1978 2.5 -0.56 -0.5638 1.3 

10 0.7417 0.05 1.4244 1.4285 0.5 -0.032 -0.0311 5.3 

11 0.25 1.45 0.1227 0.1258 4.7 -2.3646 -2.4427 6.2 

12 0.6925 0.05 1.4544 1.4141 5.2 -0.037 -0.0358 6.1 

13 0.6433 0.05 1.4918 1.5393 6.0 -0.042 -0.0422 0.9 

14 0.5942 0.05 1.5392 1.4817 7.0 -0.0469 -0.0465 1.6 

15 0.545 0.05 1.5998 1.559 4.8 -0.0518 -0.0531 4.7 

16 0.4958 0.05 1.678 1.6997 2.4 -0.0568 -0.056 2.6 

17 0.51 0.4 1.4502 1.4327 2.3 -0.4637 -0.481 7.0 

18 0.4667 0.4 1.509 1.54 3.9 -0.4988 -0.4884 3.9 

19 0.4233 0.4 1.5856 1.6315 5.4 -0.5362 -0.5217 5.1 

20 0.38 0.4 1.6862 1.6903 0.5 -0.5773 -0.5695 2.5 

 

روش المان محدود و روش بدون المان   اساس  مقايسه نتايج نشان دهنده همخواني خوبي بين نتايج حاصل از شبيه شازي بر 

 مي باشد.  ٪7كمتر از در اكثر موارد، درون ياب نقطه اي شعاعي مي باشد و اين اختلاف  

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 



 

 

 نتيجه گيري
در ادامه نمونه اي از مسايل تقارن    بدون المان جهت حل مسائل تقارن محوري استفاده شد.گالركين  تحقيق، از روش  در اين  

بدون المان با استفاده از نرم افزار مطلب شبيه سازي شد و نتايج بدست آمده با نتايج حاصل از  گالركين محوري بر اساس روش 

 مقايسه شد كه نتايج حاصل از دو روش داراي همخواني خوبي با يکديگر مي باشند.    د روش اجزاء محدو  بر اساسشبيه سازي 
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Abstract 

Along with many advances in the field of computer science in the last few decades, numerical 
methods have also made a lot of progress. Among these methods, we can refer to finite 

element method and meshless methods. In the finite element method, the mesh production 
cost is very high and it is unable to solve some problems such as large shape change problems 

and failure mechanics problems that are highly dependent on meshing, so the idea of 
producing a numerical method without elements was formed. One of the methods without 

elements is the element free galerkin method, which differs from the finite element method in 
that it does not require meshing and only creates nodes in the domain and how to construct 

shape functions in them. In this research, after analyzing and simulating axial symmetry 
problems, stresses, strains, and displacements are obtained from two methods of element free 

Galerkin and finite element method and are compared with each other. 
 

Kywords: Meshless methods, element free Galerkin, Finite Element, axial symmetry 
problems.  
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